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Résumé : Le théorème de Borel-Weil-Bott décrit la cohomologie des fibres 
en droites sur les variétés de drapeaux. On généralise ici ce théorème à une plus 
grande classe de variétés projectives : les variétés magnifiques de rang minimal. 

Abstract : ( Cohomology of line bundles over wonderful varieties of minimal 
rank) The Borel-Weil-Bott theorem describes the cohomology of line bundles 
over flag varieties. Here, one generalizes this theorem to a wider class of pro- 
jective varieties : the wonderful varieties of minimal rank. 
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Introduction 

On se place sur un corps k algébriquement clos de caractéristique nulle et 
on considère un groupe linéaire G semi-simple et connexe sur k. 

On se donne une variété projective X munie d'une action de G et un fibré 
en droites^) n : L — > X. On suppose que ir est G— linéarisé Le. : G agit sur L, 
7r est G— équivariant et l'action de G est linéaire dans les fibres de 7T. 

La suite des groupes de cohomologie H d (X,L) (d G K> ) forme alors une 
suite de représentations de dimension finie du groupe G. 

Quelles sont ces représentations du groupe G ? 

En degré d = 0, c-à-d pour l'espace des sections globales, on trouve dans 
[Brion89] une description complète pour le cas où la variété X est sphérique 
(i.e. normale et avec une orbite ouverte d'un sous-groupe de Borel de G). Mais, 
en degré d quelconque, il n'y a pas de réponse dans un cadre aussi vaste. 

Néanmoins, lorsque X est homogène, autrement dit une variété de drapeaux, 
il y a le théorème de Borel-Weil-Bott qui décrit très simplement les groupes 
de cohomologie H d (X, L) : ils sont tous nuls sauf au plus en un degré, où l'on 
obtient une représentation irréductible de G. 

On a aussi une description explicite dans le cas des compactifications de 
groupes (i.e. des compactifications de l'espace homogène K x K/K pour un 
groupe semi-simple K), cf. [Kato] et [T]. 

Le but de cet article est de généraliser le théorème de Borel-Weil-Bott à 
la classe des variétés magnifiques de rang minimal. Les variétés magnifiques 
ont été introduites dans [DeConcini-Procesi] et [Luna96]. D'après [Luna96], 
les variétés magnifiques sont toutes sphériques. Les variétés magnifiques de 
rang minimal sont particulièrement étudiées dans [Ressayre]. Cette classe de 
variétés, dont nous rappellerons la définition, comprend notamment les variétés 
de drapeaux et les compactifications magnifiques au sens de [DeConcini-Procesi] 
des espaces homogènes K x K/K (K est un groupe adjoint), PGL 2n /PSp2n, 
E 6 /F A . 

Afin d'obtenir la description des groupes de cohomologie des fibrés en droites 
sur une variété X magnifique et de rang minimal, on utilise une décomposition 
de X en cellules de Bialynicki-Birula. On fait ensuite intervenir un complexe 
de Grothendieck-Cousin qui met en jeu des groupes de cohomologie à support. 
Si on note q l'algèbre de Lie de G, ces groupes de cohomologie à support sont 
naturellement des g— modules. L'étude de ces g— modules et de la décomposition 
cellulaire de la variété X se trouve simplifiée quand on se place dans le cadre 
des variétés magnifiques de rang minimal. Et cela suffit pour arriver au résultat. 

Cette méthode est celle utilisée dans [Kato] et [T] pour obtenir, pour chaque 
groupe adjoint K, la cohomologie des fibrés en droites sur la compactification 
de l'espace homogène K x K/K . On ajoute ici l'étude de certaines courbes 



(t'en fait, dans l'article on raisonnera plutôt avec des faisceaux inversibles 
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irréductibles sur la variété X {cf. les sections 9 et 10) et cela permet de traiter 
ensemble les cas de toutes les variétés magnifiques de rang minimal. 

Avant d'énoncer le théorème principal (le théorème 3.1) de cet article on va 
introduire quelques notations et rappeler quelques définitions : 



Soit G un groupe algébrique linéaire semi-simple connexe et simplement 
connexe sur k, d'algèbre de Lie q. On choisit B un de ses sous-groupes de Borel 
et T un tore maximal de B ; on appelle B~ le sous-groupe de Borel opposé 
à B, relativement à T (i.e. tel que B~ Pi B = T). Soient $ et W le système 
de racines et le groupe de Weyl de (G, T). Pour toute racine a G on note 
a v : k* — > T la coracine correspondante. On notera <É> + l'ensemble des racines 
positives relativement à B, p la demi-somme des racines positives, et, si w G W, 
on pose w * A := w(\ + p) — p pour tout caractère A de T. Soient A la base de 
$ définie par B et Ha fonction longueur correspondante sur W. 

Soit X le réseau des caractères de T. Étant donnés un caractère A de T et 
un sous-groupe à un paramètre v : k* — > T , on notera (A, v) l'unique entier tel 
que : 



On dira qu'un caractère A de T est dominant si pour toute racine positive 
a € <E> + , (A, a v ) > et qu'il est régulier si pour toute racine positive a G $ + , 



Soit {u!s)à£A la base des poids fondamentaux; elle est formée des caractères 
de T qui vérifient : 



Lorsque A est un caractère de T tel que A + p est régulier, il existe un 
unique w\ G W tel que w\ * A est un caractère dominant. Dans ce cas, on note 
A+ := w\ * À ce poids dominant et on pose : i(A) := l(w\). 

Pour tout caractère dominant A de T, on note L(A) le G— module irréductible 
de plus haut poids A. 

Enfin, on notera (•, •) un produit scalaire W— invariant sur DC<8>(Q. 



Suivant [Luna96], une variété algébrique X munie d'une action du groupe 
G est appelée magnifique si : 

1) X est lisse et complète ; 



1. Notations concernant le groupe 



Vsek'.AKs))^^ . 



(A,a v )^0. 




2. Variétés magnifiques 
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2) G possède une orbite dense, Xq, dans X dont le bord, X \ X G est une 
réunion de diviseurs premiers Di, i G {1, ...,r}, lisses, à croisements normaux 
et d'intersection non vide ; 

3) pour tous points x,x' G X, si {i : x G Di} = {i : x' G Di}, alors 
G.x = G.x'. 

* 

En fait, la G— variété X est entièrement déterminée par son orbite ouverte 
Xq. On dit aussi que X est la compactification magnifique de l'espace homogène 

G" 

Dans le point 2) de la définition les Di sont les diviseurs limitrophes de X 
et l'entier r est le rang de la variété magnifique X. La variété magnifique X a 
exactement 2 r orbites de G dont une seule est fermée. Nous noterons F cette 
orbite. 

Par exemple, les variétés magnifiques de rang sont les variétés de drapeaux 
G/P où P est un sous-groupe parabolique de G. Une autre famille de variétés 
magnifiques est formée par les compactifications magnifiques de groupes ad- 
joints construites dans [DeConcini-Procesi, §3.4]. Dans ce cas le rang r est le 
rang du groupe. 

Les variétés de drapeaux et les compactifications de groupes font partie 
d'une classe commune de variétés magnifiques : les variétés magnifiques de 
rang minimal. Nous rappelons leur définition ci-dessous. 

2.1. Variétés magnifiques de rang minimal. — Soit X une G— variété 
magnifique. 

L'orbite ouverte de G dans X est isomorphe à l'espace homogène G/H où 
H est un sous-groupe fermé de G. Le rang de X vérifie toujours : 

r > rang(G) — rang(iï) 
(où le rang d'un groupe est la dimension de ses tores maximaux) 

Définition 1. — Lorsque r = rang(G) — rang(iJ), on dit que X est une var- 
iété magnifique de rang minimal. 

N. Ressayre a classifié toutes les variétés magnifiques de rang minimal : 
elles s'obtiennent toutes par produit, par recouvrement fini ou par induction 
parabolique (cf. [LunaOl, §3.4] ou la définition 7 p. 37) à partir des variétés de 
drapeaux et des compactifications magnifiques des espaces homogènes suivants 
(cf. [Ressayre]) : 

K x K/K pour un groupe K adjoint ; 

PGL 2n /PSp 2n , ; n > 2 ; 
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PS0 2n /PS0 2n _ 1 ■ 

S07/G2 

(pour se ramener au cas simplement connexe, les compactifications de ces es- 
paces homogènes sont munies de l'action du revêtement universel de G). 

2.2. Racines sphériques. — Soit X une G— variété magnifique. Comme 
pour le groupe G, on va fixer quelques notations concernant la variété X : 
notamment un sous-groupe parabolique Qx de G et un ensemble fini Sx de 
caractères de T : les racines sphériques de X. 

Pour définir Qx et Sx, on note z le point-base de X ; c'est l'unique point fixe 
du sous-groupe de Borel B~ .Le sous-groupe parabolique Qx est le stabilisateur 
de z dans G. 

Le point z est dans l'orbite fermée F de X et si on note T Z X et T Z F les 
espaces tangents en z de X et de F, Sx est l'ensemble des poids du tore 
T Ç Q x dans le quotient T X X/T Z F. 

Dorénavant, on notera Q = Qx le sous-groupe parabolique associé à X. 

Remarque : en fait, l'ensemble des racines sphériques, Sx, est une base 
d'un système de racines (cf. [Brion90a, §3.4 et 3.5]) 

2.3. Groupe de Picard. — Soit X une G— variété magnifique. 
Rappelons ici comment est associé un caractère du tore à chaque faisceau 

inversible J£ sur X. 

Un tel faisceau admet une unique G— linéarisation sur X car le groupe G est 
simplement connexe (cf. [Knop-Kraft-Vust, lem. 2.2 et pro. 2.3]). 

Le faisceau Jzf étant G— linéarisé, le sous-groupe parabolique Q opère sur la 
fibre Jâf | z (en le point-base z) via un caractère A : on appelle ce caractère le 
poids du faisceau J£ . 

On notera 

pic(X) Ç X 

le sous-réseau des caractères de T qui sont le poids d'un faisceau inversible sur 
X. 

* 

Remarques : 

1° ) Notons Pic(X) et Pic(F) les groupes de Picard de la variété X et de 
son orbite fermée F. Si on note Xq Ç X le réseau des caractères de Q, comme 
F est isomorphe à la variété de drapeaux G/Q, on a l'isomorphisme : 

Pic(F) ~ X Q 

et pic(X) est l'image de Pic(X) par la restriction : 

Pic(X) -v Pic(F) ~ X Q Ç X . 
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De plus, d'après [DeConcini-Procesi, pro. 8.1], la restriction Pic(X) — » 
Pic(F) et donc Pic(X) — > pic(X) sont injectives, autrement dit un faisceau 
inversible sur X est uniquement déterminé par son poids. 

2° ) Si H est le groupe d'isotropie d'un point de la G— orbite ouverte de 
X alors, d'après [Brion-Luna-Vust, lemme 2.2], pic(X) est le sous-réseau de X 
engendré par les caractères dominants A tels que le G— module simple L(X) ait 
au moins un H— vecteur propre. 

* 

3. Cohomologie des fibrés en droites 

Maintenant que sont fixées les notations concernant le groupe G, la variété 
magnifique X et les faisceaux inversibles sur X, on va énoncer le théorème 
principal de ce texte. Il décrit, pour toutes les variétés magnifiques de rang 
minimal, les groupes de cohomologie de tous les faisceaux inversibles. 

Théorème 3.1. — Soit X une variété magnifique de rang minimal. En tout 
degré d > et pour tout faisceau inversible Jzf\ sur X de poids A <E pic(X), on 
a un isomorphisme de G— modules : 

JCE X t*e(\+Rj)nnj 

/i+p régulier 

l(n)+\j\=d 

où Ex est l'ensemble (fini) des racines sphériques de X et pour toute partie 
J de Ex, 

Rj:=J2%>ol+ E Z <°7 

et Clj :={ /i £ picpf) : {téEx : + p, 7) < 0} = J } . 

* 

Remarques : 

Ce théorème généralise un des résultats de [Kato] et [T] qui concerne les 
compactifications de groupes adjoints. On retrouve aussi quelques résultats 
déjà connus (dans le cadre plus général des variétés sphériques) : 

- en degré : 

i7°(X,^ A ) = 0L( M ) 
i> 

où y, décrit les poids dominants de l'ensemble A+ Z< 7 (cf. [Brion89, 
pro. 2.4]) ; 
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- lorsque A est dominant tous les groupes de cohomologie supérieure (i.e. 
en degré d > 0) sont nuls (cf. [Brion90b, §2.1, cor. 1]) ; 

- les multiplicités des G— modules irréductibles qui apparaissent dans les 
groupes de cohomologie H d (X, Jz?\) peuvent être > 1 (cf. [T, §2.2, rem. 

6]); 

- les multiplicités sont bornées par \W\, indépendamment du faisceau ££\ 
(en effet, si fiQ est un caractère dominant, les caractères (J, tels que /i + = 
sont tous dans l'orbite W * (Mo) (cf. aussi [Brion94, th. 3.4]). 

* 

(Dualité de Serre) 

Notons 2px := /J a et posons : J* 

a non racine do Q x 

pour toute partie J de Sx et tout fi € pic(X) 
grâce à Pinvolution : 

(J,H) i ^ (J*,M*) 
de l'ensemble :P(£x) x pic(X) . 

3.1. Cas particuliers. — 

3.1.1. Variétés de drapeaux. — Dans le cas des variétés de drapeaux X = 
G/Q, où Q est un sous-groupe parabolique de G, il n'y a pas de racines 
sphériques : Sx = et donc : 

im^) = ( i(A+) si ' (A, = d; 

sinon. 

On retrouve donc le théorème de Borel-Weil-Bott. 

3.1.2. Variétés symétriques complètes de rang minimal. — Dans ce para- 
graphe, on suppose que le groupe G est adjoint (i.e. de centre trivial). 

Étant donnée une involution 9 : G — » G, on note G 6 le sous-groupe : 

{g e G : %) = g} . 

Chaque espace symétrique G/G admet une unique compactification mag- 
nifique X (cf. [DeConcini-Procesi]), appelée une variété symétrique complète. 

Les variétés symétriques complètes sont des G— variétés magnifiques, pour 
le revêtement universel G de G ; et leur rang est minimal uniquement pour les 
couples (G, G 6 ) suivants (qui apparaissent dans la liste p. 4) : 

(K X K,àï&g(K)) , (PGL 2n ,PS P 2n) , (PS0 2 n,PS0 2 n-l) , (E 6 ,F 4 ) 

(où K est un groupe adjoint) cf. [Ressayre]. 
Notons respectivement : 

K , PGL 2n /PS P2n , PS0 2n /PS0 2n ^ , Ë^/Wi 



:= Sx \ J et n* := -/i - 2px, 
. On vérifie la dualité de Serre 
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les variétés magnifiques correspondantes. 

* 

Le tableau suivant concerne l'annulation des groupes de cohomologie 
H d (X,^f\) pour tous les faisceaux inversibles ££\ sur une variété symétrique 
complète X de rang minimal et de dimension N"> : 



X 


= K 


d ou N-d = 1,2,4 




X 


= PGL 2n /PS P 2n 


d ou N - d = 1,2,3,4,6,7,8 


H d (X,J? x ) = 


X 


= PS0 2n /PS0 2n -l 


rf^0,2n- 1 


X 


= E 6 /F 4 


d^ 0,9, 17,26 





Remarque : La 3ème ligne du tableau est bien connue puisque la variété 
PS0 2 n/PS0 2 n-i est l'espace projectif P 2 "- 1 . 

* 

Pour obtenir ces annulations, on montre que certains entiers d ne sont jamais 
de la forme l(fx) + \ J\ pour une partie J de Sx et un poids fj, G flj : 
Soit T\ un tore 9—anisotrope maximal Le. : 

Vie T u 6{x) = x' 1 

et T\ est maximal pour cette propriété. 

Suivant [DeConcini-Procesi, §1.1], on choisit un tore maximal T de G qui 
contient T\ ; forcément, T est invariant par Pinvolution 6 et si on note T la 
composante neutre de T e := {x G T : 9{x) = x}, on a : 

(1) T = T .T t . 

On note encore 9 l'involution induite sur le Q— espace vectoriel X®(Q. 

Lorsque X est une variété symétrique complète de rang minimal, on a : 

pic(X)®(Q = |a g X|Q : 6>(A) = -A| 

(cf. [DeConcini-Procesi, §8.1, rem.]). 

On peut aussi choisir l'ensemble des racines <É> + tel que : 

V a G $+, 0(a) = a ou 0(a) G -$+ 

(cf. [DeConcini-Procesi, lem. 1.2]) 

On pose alors $ := {a G <f> : 0(a) = a}, $i := <f> \ <f> et <f>^ := $i n <f>+. 
On note A la base correspondant à $ + . On a alors : 

T, x = {a - 0(a) : aGAn$f} . 

't)Les variétés K ,PGL2 n / PSp2n, PS02n/ PSOin-i, E§/ F4 sont respectivement de dimen- 
sion : N = dimif, 2n 2 - n - 1, 2n - 1,26. 
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On pose ensuite à := a — 9 (a) pour toute racine a et : 

$ := {a - 6 (a) : a £ $1} . 

En fait, $ est un système de racines (non forcément réduit) dont Sjf est une 
base. L'ensemble des racines positives correspondant est : 

:= {a - 6(a) : a £ $+} . 
Soit maintenant p £ pic(X) ; du fait que : 6(p) = — p, on déduit que : 

: (p + p,0)<O} = {0£$t : (p + p, 0) < 0} . 
Or, si /3 G $+, on a les équivalences : 

(p + p, 13) < & [p + p, -6(/3)) < & (p + p, 0) < . 
SoitI(»:= : (/i + p, 0) < 0} . 

Lorsque (3 décrit l'ensemble <£> + , les ensembles : 

{a £ $+ : 5 = /?} 

restent de même cardinal. En effet, soient fio,0i £ <£> + ; il résulte de (1) que : 

0a = 0i& 0o\t! = 0X\Tx ■ 
Mais d'après [Richardson2, pro. 4.7], il existe n £ Nk(Ti) et w £ W tels que : 

iT'-(0q\t 1 ) = 0i\ti et V x £ T\, w~ l xw — n~ l xn . 
Il s'ensuit que : 

w.{a £§i : ol = f3 } = {a £ $t ■ 5 = X ] . 
On vérifie dans chaque cas : 



X = K,PGL 2n /PSp 2n ,PS0 2n /PS02n-i ou E 6 /F± 
que le cardinal commun : 

|{a£$+ : à = 0}\ 

(0 £ <f> + ) vaut respectivement : 2,4, (2n — 2) ou 8. 
Il en résulte pour toute partie J de Sx que : 

2Ï{p) + \J\ siX = K, 



l(p) + \J\={ 



Al{p) + \J\ si X = PGL 2n /PSp 2 r, 



(2n - 2)Z(/i) + | J| si X = PS0 2n /PS0 2n -x, 



8l(p) + \J\ siX = E 6 /F 4 . 



Enfin on utilise que pour une partie J de Sx et pour un p £ flj, on a les 
inégalités : 

T(p) > \J\ et |$+| -T(p) > |S X \ J| 



et les équivalences : 

Ï(H) = & \J\ = et ï(fi) = |$+| ^> | J| = . 

Q.e.d. 

*** 

3.2. Quelques figures en rang petit. — On traite ici le cas des variétés 
magnifiques X, de rang < 2, suivantes : 

- (de rang 1) l'espace projectif P 2 ™ -1 vu comme compactification mag- 
nifique de l'espace homogène PSO-2n/ PSOzn-i et F 7 vu comme com- 
pactification magnifique de l'espace homogène SOijGi. 

- (de rang 2) les compactifications magnifiques des variétés symétriques : 
PGL 3 x PGL 3 /PGL 3 , PGL 6 /PS P e et E 6 /F 4 . 

Sur les figures qui suivent, sont représentés les poids des ensembles flj et Rj 
de l'énoncé du théorème principal avec les notations suivantes ([Wasserman]) : 

- pour les cas de rang 1, on a noté 7 la racine sphérique de 1 et w le 
générateur de pic(X) tel que (D, 7) > 0. On a posé A := — (j^^ + 
pic(X) de sorte que si n G % on ait : 

Ao + nûj G f2s x n < ; 

- pour les cas de rang 2, on a noté 71, 72 les racines sphériques de X et uJ{, ZJ2 
la base de pic(X) telle que (wî, 7*) > et (ù7i,jj) = si i ^ j sinon. Enfin, 
on a posé A := - (jjgfa + l) ^ - (j&g. + l) ZT 2 G pic(Jf) de sorte 
que si ni, n<i G Z, on ait : 

A + n\ÛT\ + n 2 LJ2 G O j J = {ji : m < 0} . 
Pour les compactifications de 
PS0 2n /PS0 2n - 1 , S0 7 /G 2 , PGL 3 x PGL 3 /PGL 3 , PGL 6 /PSp 6 et E 6 /F A , 
Ao désigne respectivement les poids : 

— nui , —Au) , — 2o5i — 2uj2 , — 3wi — Z0J2 , —5uJi — 5lû2 . 
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Figure 1. Les ensembles de poids fij pour les compactifications 
magnifiques de PS02n/ ' PSOîn-i et SO-jjGi 




Figure 2. Les ensembles de poids Rj pour les compactifications 
magnifiques de PS02n/PSC>2n-i et SO7/G2 




Figure 3. Les ensembles de poids Slj pour les compactifications 
magnifiques de PGL 3 x PGL 3 /PGL 3 , PGL Ë /PS P6 et E 6 /F 4 
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Figure 4. Les ensembles de poids Rj pour les compactifications 
magnifiques de PGL 3 x PGL s /PGL :i , PGL 6 /PSp 6 et Ec/Fi 
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On a noté sur chaque figure par des • les poids de fl^ x et Ry, x , par des o 
les poids de 0,$ et R$, par des + les poids de et R yi et par des • les poids 

*** 

Fixons maintenant et jusqu'à la fin une G— variété magnifique X et un 
faisceau inversible J£\ de poids X. 

* 

Les grandes étapes de la démonstration du théorème principal, sont, d'abord, 
la décomposition de la variété X en cellules de Bialynicki-Birula (cf. la section 
5.1) et des cellules en orbites du Borel, ensuite, le calcul de groupes de coho- 
mologie à support dans les cellules et dans les orbites du Borel, et enfin, pour 
passer, de la cohomologie à support à la cohomologie usuelle, la décomposition 
d'un complexe : le complexe de Grothendieck-Cousin (cf. la partie 8.1). 

Au cours de cette démonstration, on utilisera notamment deux propriétés 
importantes des variétés magnifiques de rang minimal : 

— propriété 1 : La variété X n'a qu'un nombre fini de points fixes du tore T. 
En effet, X n'a qu'un nombre fini de G— orbites et chaque G— orbite contient 

un nombre fini de points fixes. 

— propriété 2 : La variété X n'a qu'un nombre fini de courbes T— invariantes 
(cf. la partie 10 et le lemme 10.1). 

Mais avant cela, nous allons établir un résultat sur les racines sphériques des 
variétés magnifiques de rang minimal. 

4. Racines et racines sphériques 

Il peut arriver qu'une racine sphérique d'une variété magnifique soit un mul- 
tiple d'une racine de (G,T). Nous allons montrer, dans cette section, que cela 
est impossible lorsque la variété est de rang minimal. En effet, on a d'abord : 

Proposition 4.1. — Ll existe un point y de la G—orbite ouverte de X, de 
groupe dïsotropie G y =: H et P un sous-groupe parabolique de G tel que : 

1) le groupe Nq(H)/H est fini; 

2) HÇP et Ru(H) = R U (P) ; 

3) TCP; 

4) l'orbite B.y est ouverte dans X ; 

5) la composante neutre (T n H)° est un tore maximal de H . 

Démonstration : Soient y un point de la G— orbite ouverte de X et H 
son groupe d'isotropie. 

Comme X est magnifique, d'après [Brion-Pauer, cor. 5.3], le quotient 
N G (H)/H est fini. 
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D'un autre côté, d'après [Borel-Tits, cor. 3.9], il existe un sous-groupe 
parabolique P de G tel que : 

P Ç P et R U (H) Ç R U {P) . 

Comme X est aussi de rang minimal, d'après [Ressayre], on peut choisir P 
pour que : 

R U (H)=R U (P) . 

Ainsi, on a obtenu les propriétés 1) et 2). Mais a priori P ne contient pas T. 

Or, il existe g £ G tel que le sous-groupe parabolique gPg~ x contienne B~ . 

En remplaçant y par g.y, H par gHg^ 1 , P par gPg^ 1 , 1),2),3) sont vérifiées 
et PB est ouvert dans G. 

Puisque la variété homogène G/H est sphérique de rang minimal, il existe 
x G G/B fixé par un tore maximal de H, appelons-le Th, tel que : 

H.x est ouvert dans G/B . 

Puisque PB/B est un ouvert de G/B stable par H, x est de la forme : 
x = p^ 1 B / B pour un p G P. 

Cette fois, en remplaçant y par p.y, H par pHp^ 1 , Th par pTnp^ 1 et en 
gardant P, 1), 2), 3), 4) sont vérifiées avec de plus Th Q P H B. 

Il existe alors a G P n B tel que aTna~ x Ç T. 

Finalement, en remplaçant y par a.y, H par aPa -1 et en gardant P, 1), 2) 
3), 4), 5) sont vérifiées. 

Q.e.d. 

On garde H et Th = (T ("1 P)° comme dans l'énoncé de la proposition 
ci-dessus. En particulier, Th est non trivial (sauf si G est trivial). On va dé- 
montrer : 

Lemme 4.2. — i) Si a est une racine de (G,T), alors ol\t h 7^ 0; 

il) Si 7 est une racine sphérique de X , relativement à B, alors : ^\t h = 0- 

Il résulte immédiatement de ce lemme qu'aucune racine n'est combinaison 
linéaire de racines sphériques. 
Démonstration du lemme : 

i) 

1er cas : si H est réductif : 

Dans ce cas, Th = Gh° (Th) le centralisateur du tore Th dans la composante 
neutre H° de H. 

Donc, pour tout x G G/B, d'après [Richardsonl, th. A], le tore Th agit 
transitivement sur les composantes connexes de l'ensemble de points fixes : 

(H°xB/B) Th . 

L'ensemble (H° xB / B) T " est par conséquent fini. 
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Or, puisque H est un sous-groupe de G sphérique et de rang minimal, il 
existe x G (G/B) Th tel que H°xB/B est ouvert dans G/B. 

L'ensemble fini (H°xB / B) Th est alors un ouvert non vide de (G/B) Th . On 
en déduit qu'au moins une composante connexe de (G/B) Th est un point. 

Ce point est forcément laissé fixe par le centralisateur Cg{Th) qui est con- 
nexe. Le groupe Cq(T h ) est en conséquence résoluble. Mais cela n'est possible 
que si, pour toute racine a de (G, T), a\x H / 0. 

2ème cas : si H est quelconque : 

On choisit d'abord un sous-groupe parabolique P de G tel que : 



L'espace homogène L/K est encore sphérique et de rang minimal mais de plus, 
L et K sont réductifs. 

Le radical de L, R(L), est son centre connexe donc : R(L) Ç Nq{H)/R u {P). 
Remarquons que l'on peut considérer R(L) comme un sous-tore de T vu que 
TnRu(P) = {1}; on a donc aussi (R(L) nff)° ç T H /R U (P). 

Or, le quotient N G (H)/H est fini, donc R(L)/(R(L) n H)° est fini. 

Étant donnée une racine a de (G, T) , deux possibilités se présentent : 

- soit a\ R(L) ^ 0, 

mais alors, R(L) étant connexe, avec N := \R(L)/(R(L) D H)°\, on 
trouve : 



- soit a|fl(L) = 0, 

mais alors a est en fait une racine de (L, T) et donc ol\t h ^ grâce au 
premier cas traité. 



Une racine sphérique 7 de X, relativement à S, est en particulier un poids de 
B opérant dans l'espace k(X) des fonctions rationnelles sur X (cf. [LunaOl, 
§1.3]). Autrement dit, il existe une fonction /, non nulle, régulière sur un ouvert 
B— stable, V, de X telle que : 



En choisissant v = y comme dans l'énoncé de la proposition 4.1, on a f(y) ^ 
et : 



TCP, H ÇP,R U (H)=R U {P) 
(cf. la proposition 4.1). On pose ensuite : 

L := P/R U (P) et K := H/R U (P) . 



a \R(L) ^ =>• Na\ R{L) ^ 

=> a \(R(L)nH)° 7^ 
=► a\ Ts ^ ; 




^beB,y v eVJ(b- 1 .v) = ^(b)f(v) . 



VteT H , f(y) = f(r\y) = 1 (t)f(y) 
^VteT H , 7 (É) = i 

=> i\t h = • 
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Q.e.d. 

Remarque : Dans le i), lorsque H est semi-simple, pour toute racine a de 
(G,T), a\r H est en fait une racine de (H,Tjj) (cf. [Ressayre, lem. 4.2]). 

5. Décomposition cellulaire 

Du fait que la variété X est projective et n'a qu'un nombre fini de points fixes 
du tore T, on déduit que X s'écrit comme une réunion disjointe finie d'espaces 
affines centrés en les points fixes du tore T, les cellules de Bialynicki-Birula : 

5.1. Cellules. — Soit x G X T un point fixe du tore T. 

Etant donné un sous-groupe à un paramètre £ : k* — > T, on notera : 

X+(x) :={yeX : lim Ç(a)y = x} 

c'est la cellule centrée en x. 

D'après [Bialynicki], X + (x) est une sous-variété localement fermée de X qui 
est isomorphe à un espace affine. 

Plus précisément, l'espace tangent en x, T X X est un T— module et donc un 
k*— module via C ; il en résulte une décomposition en k*— espaces propres : 

T x X = ($(T x X) n 

avec (T x X) n := {v e T X X : Va E k*, Ç(a).v = a n v}. On pose alors : 
[T X X)+ := 0(T œ X)„ et (T X X)_ := @(T X X)„ . 

n>0 n<0 

Avec ces notations, la sous- variété X + (x) est T— isomorphe à l'espace affine 
(T X X) + . 

On utilisera surtout des sous-groupes à un paramètre qui ont le moins de 
points fixes possibles : 

DÉFINITION 2. — On dira d'un sous-groupe à un paramètre ( qu'il est 
X— régulier si : 

X C(k*) = X T 

et qu'il est dominant si pour toute racine positive a, (a, £) > . 
Remarques : 

1° ) Dans le réseau Hom(k*,T), le complémentaire de l'ensemble des sous- 
groupes à un paramètre X— réguliers est une réunion de sous-groupes stricts. 
En particulier, il existe toujours des sous-groupes à un paramètre X— réguliers 
et dominants. 
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2° ) si, par exemple, X est la variété de drapeaux G/B~, alors £ est un 
sous-groupe à un paramètre X— régulier si et seulement si (a, Q ^ pour 
toute racine a G ï>. 

Si £ est un sous-groupe à un paramètre dominant et X— régulier, on obtient 
une décomposition cellulaire finie de X : 

x= y X+Oz) 

dont les cellules X + (x) sont S— invariantes (car si b e £?, alors : 

lim C(aX(a) -1 GT). 

Remarquons que cette décomposition dépend en général du choix du sous- 
groupe à un paramètre dominant et X— régulier Ç. 
On va paramétrer l'ensemble X T : 

5.2. L'ensemble des points fixes du tore. — Rappelons pour commencer 
une caractérisation remarquable des variétés magnifiques de rang minimal : 

Proposition 5.1 ([Ressayre, pro. 2.3]). — Une G— variété magnifique X est 
de rang minimal si et seulement si les points fixes du tore T sont tous dans la 
G— orbite fermée □ 

On peut donc paramétrer l'ensemble X T par une partie du groupe de Weyl 
W. En effet, soit Wq le groupe de Weyl de (Q, T) ; on pose : 

W Q := {w e W : Vt> G Wq, l(wv) = l(w) + l(v)} . 

L'ensemble est un système de représentants du quotient W/Wq et 
paramètre l'ensemble des points fixes de l'orbite fermée F ~ G/Q : 

X T = {wz : w E W Q } 

où z est l'unique point fixe de Q dans X. 

Pour tout w £ , on notera X+ := X + (wz) la cellule centrée en wz £ X T . 
Alors : 

X= □ X+(x)= □ X+ . 

x£X T wGW Q 

Désormais, un sous-groupe à un paramètre (, dominant et X— régulier, est 
fixé et lorsqu'on considérera une cellule C, on sous-entendra que C = pour 
un certain w G . En particulier les cellules considérées sont stables par B. 
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5.3. Codimension des cellules. — C'est le moment de rappeler (cf. 
[Luna96]) que l'ensemble Sx des racines sphériques de X (cf. page 5) est 
en bijection avec l'ensemble des diviseurs limitrophes Di (les composantes 
irréductibles de X \ Xq). 

Plus précisément, pour chaque 1 < i < r, le poids 7$ du faisceau inversible 
G— linéarisé Ox(Di) est une des racines sphériques ; on les obtient toutes ainsi 
et les 7i sont deux à deux distincts. 

Définition 3. — On notera D 7 le diviseur limitrophe de X correspondant à 
la racine sphérique 7 (le tore maximal T agit donc via le caractère 7 sur la 
fibre 0x(D 7 )J. 

La proposition qui suit donne en particulier la codimension des cellules X+ : 

Proposition 5.2. — Si w e W Q , alors : 
i) pour toute racine sphérique 7 G Sx, 

X+ QD 1 ^(w 1 ,0 <0 ; 

a) 

coà\m x X+ = l(w) + |{7 6 Sx : (wy,C}<0}| . 

Démonstration : Posons x := wz et fixons une racine sphérique 70 <E Sx- 
i) L'espace tangent en le point fixe x G X T est un T— module qui se décom- 
pose : 

T X X = T x D la © T X X/T X D 10 
= T x D la ®O x (D la ) x . 

La T— droite propre Qx(D l0 ) = Ox(D 7o ) wz a pour poids wyo selon 
T car Ox(-D7o) z a pour poids 70 et le faisceau inversible Ox(D^ ) est G— 
linéarisé sur X. 

Par conséquent : 



(T X X). 



(T x D yo ) + si (wj Q ,0 < 

(T X D 10 ) + © Gx(D l0 ) x si (^70,0 > . 
Comme X + (x) est T— isomorphe à l'espace affine (T X X) + , on en déduit 



que : 



X+=X+(x)ÇD 10 ^(w lo ,0 <0 . 



ii) La codimension de la cellule X+ est donnée par : 
codimxX+ = codimxX + (.T) 
= dimT x X - dim(T x X) + = àïm(T x X)- . 

Or : 

(T X X)„ = (T X F)_ © (T X X/T X F)^ . 
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Mais d'une part : (T X F)- = (T WZ F)- est un T— module de dimension 
l(w) et d'autre part, T X X/T X F est un T— module dont les poids sont ex- 
actement les wj, 7 décrivant l'ensemble Sx des racines sphériques de X. 
Donc : 

dim(T x X)_ = l(w) + |{ 7 G E x : ( W7 ,C)<0}| . 

Q.e.d. 

Pour calculer la cohomologie des flbrés en droites sur X, on va utiliser une 
stratification de X. Malheureusement, en général, la décomposition cellulaire 
de X n'est pas une stratification au sens où l'adhérence d'une cellule n'est 
pas toujours une union d'autres cellules. C'est pourquoi on aura besoin d'une 
décomposition plus fine de la variété X. 



6. Décomposition en orbites du sous-groupe de Borel 

6.1. Filtration par une suite de fermés emboîtés. — On utilise la dé- 
composition de X en B— orbites. La variété X ne possède qu'un nombre fini 
de S— orbites (cf. par exemple [Luna96]). De plus, chaque B— orbite est une 
sous- variété affine. 

On pose ensuite pour tout entier i : 

Zi := |J Sê . 

B- orbite 
codim x (^)>i 

Puisque le bord SB \ 3$ d'une orbite SS est une réunion (finie) d'orbites de 
codimension strictement supérieure, les Zi sont des sous-variétés fermées de X 
telles que : 

X = z Q d z x d ... 

et pour tout i, Z{ \ Z{ + i est une réunion disjointe finie de sous-variétés affines 
de même codimension : i. 

6.2. Lien entre les cellules et les orbites du sous-groupe de Borel. — 

Comme les cellules de Bialynicki-Birula (pour un sous-groupe à un paramètre 
dominant et X— régulier fixé) sont stables par B, chaque i?— orbite est contenue 
dans une unique cellule. 

De plus, on a une paramétrisation des points fixes du tore et donc des 
cellules par . Il en résulte aussi une paramétrisation des B~ orbites car 
d'après [Brion-Luna, §2.1 p. 219 et pro. 2.3], l'intersection d'une cellule et 
d'une G— orbite est soit vide soit une i?— orbite ; on obtient ainsi, de façon 
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unique, toutes les S— orbites de X. En résumé, les S— orbites de X sont les 
intersections non vides parmi les 



où G est une G— orbite et w g . 



7. Étude de certains groupes de cohomologie à support 

Avant de déterminer les groupes de cohomologie H l (X, J£\), on s'intéresse 
d'abord, en guise d'approximation, aux groupes de cohomologie à support : 

H* a (& x ) et flfc(JSf A ) 

dans une S— orbite 3ê et une cellule G (cf. [Grothendieck] pour la définition des 
groupes de cohomologie à support dans une sous- variété localement fermée). 

Comme le faisceau est G— linéarisé sur X, les groupes de cohomologie 
à support Hgg(^fx) et H l c (Sâ\) sont des g — B— modules, c-à-d des g— modules 
dont l'action de l'algèbre de Lie de B s'intègre en une action rationnelle du 
groupe B, (cf. [Kempf, lem. 11.1]). On peut définir et calculer leurs multiplicités 
selon les g— modules simples de dimension finie. 

En effet, soient /igïim caractère dominant, L(fi) le g— module simple de 
plus haut poids \i et x^ '■ Z(q) — * k son caractère central (l'anneau Z(g) est le 
centre de l'algèbre enveloppante de g). Si M est un g— module, on note M Xil le 
sous-espace propre généralisé associé à Xn ( c f- [Dixmier, §7.8.15]). Si M x est 
de longueur finie, on définit la multiplicité de L(/j,) selon M par : 

[M : L(/î)] := [M Xlt : L(p)} . 

D'après [T, pro. 4.6], les groupes de cohomologie H l ag(J£\) et H l c (^\) ont 
leur sous-espace propre généralisé associé à Xn de longueur finie. De plus, leur 
multiplicité selon le g— module simple L(n) est ou 1 d'après le lemme 7.1 qui 
suit. 

Rappelons que pour chaque racine sphérique 7 € Sx , D 1 désigne le diviseur 
limitrophe associé. 
Avec ces notations : 

Lemme 7.1. — Soient \i G X un caractère dominant et L(jj) le g— module 
simple de plus haut poids [i. Soient C une cellule de Bialynicki-Birula et Sê 
une B— orbite de X. 

i) Siijt codim x (G), alors H z c (3? x ) = 0- 

Si i = codimjf (G), alors la multiplicité de L{p) dans le g— module HqÇSCx) 
est : 

[HhW : L{n)] 
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1 siw 1 (p + p) 6 X + p+ Z >o7+ ^ 



<o7 



sinon 

où w est l'élément de tel que C = X+. 
ii) Sii^ codiniA-(^), alors Hlg^x) = 0. 

Si i = codimx(^), a/ors la multiplicité de L(fi) dans le g— module Hlg(J£\) 
est : 

[H%(JZ X ) : L(p)] 
1 si w~ l (p + p) G A + p + ^2 ^>o7+ ^ 7 



sinon 

où w est l'élément de tel que Së Ç X+. 



Le point z) découle de [T, th. 4.1 et th 4.4]. Le point m) découle de [T, pro. 
4.6 et th. 4.4] et du fait que dans une variété magnifique de rang minimal, tous 
les points fixes du tore T sont dans l'orbite fermée F de G (cf. la proposition 
5.1). 

Maintenant, il s'agit de passer des groupes de cohomologie à support dans 
les B— orbites aux groupes de cohomologie usuels 

C'est l'objet de la prochaine partie : 

8. De la cohomologie à support à la cohomologie usuelle 
8.1. Complexe de Grothendieck-Cousin. — Reprenons la filtration 

X = Z D Z\ D ... 

introduite au paragraphe 6.1 ; on va considérer les groupes de cohomologie à 
support dans les sous- variétés localement fermées Zj \ Zi+\ : H l z ^ z +i (Jzf,\), 
i > 0. Le résultat suivant est dû à Kempf : 



Théorème 8.1 ([Kempf, th. 8.7 (b)]). — Il existe un complexe de g— modules 

( 2 ) ••• H k \z i+1 (-^0 -> H ' l z i i +1 \z 1+ S^) 
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dont le i—ème groupe d'homologie est H l (X,^f\). 

De plus, pour chaque i, le i—ème terme du complexe se décompose : 

(3) H t z ( \z (+1 m = ®m>m 

(somme directe sur les B— orbites M de X telles que codimx(^) = i) □ 

Remarque : Si 2$ et SS' sont deux B— orbites de X de codimensions i et 
i + 1, alors : 

- la réunion 2ë U Së' est localement fermée dans X, 

- dans SS U 3ê' , SS est ouvert et 9ê' est fermé. 
On en déduit donc une suite exacte longue : 

(4) ...^H^i^^H^x)^' H^(^ x )^... 

(cf. [Grothendieck, pro. 1.9]). Avec ces notations, dans le théorème ci-dessus, 
chaque différentielle 

^©B^a)^©^ 1 ^) 

m sê' 

est donné par une « matrice » : 

où ë% et SS' décrivent, respectivement, les B— orbites de codimensions i et i + 1 
dans X (en fait lorsque SS' n'est pas contenue dans l'adhérence SS , d 1 ^ gg, = 0). 

8.2. La partie finie du complexe de Grothendieck-Cousin. — Les 

q— modules B. d [X,££\) sont en fait des G— modules car le faisceau S£\ est 
G— linéarisé sur X. C'est pourquoi, dans le complexe de Grothendieck-Cousin : 

(5) [)(-:... •©//',:: Ai 

3» 

il suffit de ne prêter attention qu'aux multiplicités selon les G— modules simples 
i.e. selon les g— modules simples de dimension finie. 

8.2.1. Décomposition du complexe suivant les caractères centraux. — Comme 
précédemment, soient fiGÏun caractère dominant, L(fi) le G— module simple 
de plus haut poids \i et Xn son caractère central. 

Si M est un g — B— module, alors on note M( M ) le sous-T— espace propre 
associé au caractère [i du sous-espace propre généralisé M Xfi ^) 

Le foncteur ainsi défini : 

M ^ M (/l) 

vérifie : 



Ct)par définition : A/ (m) = {m G (J„>o fWzfs) kcr ( c ~ Xm( c )) u : V* 6 T,t.m = 



24 



Proposition 8.2. — Si M' — > M — » M" est une suite exacte de g - 
B— modules alors : 

i) la suite d'espaces vectoriels 

est encore exacte; 

ii) Si M X(J est de longueur finie alors l'espace vectoriel M/^a a pour dimen- 
sion : 

dim k M (A() = [M : L(ji)] 
la multiplicité de M selon L([i). 

Démonstration : i) cela résulte du fait que M i— ► M X)1 est un foncteur 
exact sur les g — -B— modules (cf. [Dixmier, §7.8.15]) 

ii) Les g— modules simples qui apparaissent dans une suite de Jordan-Hôlder 
de M Xfi sont tous de la forme L(w * fi), w <E W, le g— module simple de plus 
haut poids w * /i. 

Or, comme le caractère /i est dominant, parmi les g— modules L(w * fi), seul 
I/(/u) a une multiplicité non nulle suivant le poids \i ; en outre cette multiplicité 
vaut 1. D'où : dim k (M( A4) ) = dim(M x J M = [M Xlt : L(/i)]. Q.e.d. 

Par exemple, comme les faisceaux S£\ sont G— linéarisés sur X, les groupes 
de cohomologie à support H^{^\) sont bien des g — i?— modules. En appliquant 
M i— > M( M ) au complexe de Grothendieck-Cousin, SC*, on obtient un nouveau 
complexe : 



(6) SC,:... •0//'^.^ 



Aj( M ) ~> ■•• 

qui est plus simple : on va voir en effet que ce nouveau complexe se décompose 
en une somme directe de sous-complexes dont on sait calculer l'homologie. 

8.2.2. Décomposition du complexe suivant les cellules. — Pour qu'un mor- 
phisme : 

soit non nul, il y a au moins deux conditions nécessaires : 

(7) Së' Ç ~3ê et codimjf {S§') = codim x (^) + 1 = i + 1 
car d l ag ag, 7^ ; et : 

(8) ffji(^A) M ^ et H^\^ X ) M ï 

(cela se transforme en une condition combinatoire sur les poids A et fj, d'après 
le lemme 7.1). 

En fait, ces deux conditions obligent les deux orbites SS et SS' à être dans 
une même cellule ; autrement dit : 
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Lemme 8.3. — Soient Së et 2%' deux B-orbites de X. Si 3ê et Së' sont dans 
deux cellules de Bialynicki-Birula distinctes , alors l'application : 

est nulle (pour chaque i). 

* 

Ce lemme 8.3 est en fait le lemme clef pour calculer la cohomologie du 
faisceau Jz?a ; admettons-le pour le moment. Sa démonstration, que l'on donne 
en la section 11.2, repose sur l'étude des courbes irréductibles et T— invariantes, 
dans la variété X (cf. les sections 9, 10 et 11). 

Un sous-groupe à un paramètre (, dominant et X— régulier, étant fixé et : 

X= U X+(x) 
xex T 

étant la décomposition cellulaire correspondante, pour chaque i, soit : 

(9) Zf := ZinX + (x) 

(c'est la réunion des S— orbites âB contenues dans la cellule X + (x) et telles que 
codimx^) > i). 

On a alors pour tout i une décomposition : 

(10) H 'k/z, +1 (^) = H* Zf/Zf JJ? x ) . 

xdX T 

Or, le lemme 8.3 affirme que pour chaque entier i, pour chaque point fixe 
x E X T et pour chaque caractère dominant [i G X : 

(11) é (/,) (H Zf/z? JJ?x) ifi) ) ç w+I^j^m 

autrement dit, le complexe : 

se décompose en une somme directe de complexes : 

(12) se; = sc^ 

xex T 

où pour chaque x S X T , on définit le complexe : 

9C* ja . : ... -> H Zf/Zf+i (^x)( P ) H^Jj^^x)^) -> ■•• 



't'pour n'importe quelle décomposition cellulaire donnée par un sous-groupe à un paramètre 
dominant et X— régulier. 
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Mais, c'est aussi, pour chaque x G X T , la composante suivant le caractère 
dominant p du complexe : 



l Zf /Zf +1 (-^-V 



5- H l+1 



z f+i/ z f+2 







!*•; : ... - 

correspondant à la filtration : 

X+(x) =Z*D Zf D ... 
Remarque : Chaque complexe 5C* X a donc pour homologie : 
(13) H*(5C* x )=H* x+(x) (^) 
et ces groupes de cohomologie à support sont donnés par le lemme 7.1. 

8.3. Calcul de la cohomologie usuelle. — Etant donné que les groupes 
de cohomologie H d (X,^f\) sont non seulement des g— modules mais aussi des 
G— modules, il résulte de (12) et (13), en tout degré d et pour tout poids 
dominant p, l'égalité : 



(14) 



[H d (X,j?\) : L(p)] = £ [H d x +(J? X ) : L(p) 



Par conséquent, pour terminer la démonstration du théorème 3.1, il s'agit 
maintenant de calculer la multiplicité selon le g— module simple L{p) des g — 
B— modules 

Fixons un poids p dominant. Rappelons que p désigne la demi-somme des 
racines positives. 

D'après le lemme 7.1, si on choisit w S , c-à-d un point fixe x = wz G 
X T , alors, d'une part : 

Jï£+(jSfA):£00] =1 
si les deux conditions suivantes sont vérifiées : 



(15) 
et 

(16) 



codimx(X+) = d 



w-\ f i + p) E X + p+ Z >o7+ Z < ^ 



et d'autre part, dans tous les autres cas : 



= 
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Au passage, notons que la condition (15) entraîne que w = w v avec : 
v := w~ (p, + p) — p 6 pic(X) . 

A priori, suivant la proposition 5.2, la codimension de la cellule A+ et l'in- 
clusion (ou non) A+ Ç £) 7 dépendent du sous-groupe à un paramètre dominant 
et A— régulier £ choisi pour définir la décomposition cellulaire. Mais, en fait, 
ce n'est pas le cas lorque w est de la forme w v pour un poids v S pic(A). 

En effet : 

Proposition 8.4. — Pour toute racine sphérique 7 et pour tout v G pic(A), 
on a : 

(Wv'j, C) > (v + p, 7) > . 

Démonstration : Nous verrons plus loin qu'il existe deux racines positives 
orthogonales a et telles que a + (3 E S >0 7 et (v + p, a v ) = (v + p, /3 V ) pour 
tout v G pic(A) (cf. la remarque qui suit le lemme 10.2 page 36). D'un côté, 
on en déduit que : 

(«7*7,0 et (v>v(a),Q + (w v (P),Q 

sont de même signe. 

D'un autre côté, comme le sous-groupe à un paramètre Ç est dominant et 
A— régulier, on a les équivalences : 

(17) (w v {a),C)>0&w v {a)>0 

(18) (v>u(P),Q >O^w u {0) >0 . 

Mais par définition de w v , w v (y + p) 6 X est un poids dominant régulier et 
donc : 

w v (a) > (w v (v + p),w v (a)) > 

(19) & (v + p,a) > . 
De même : 

(20) w v (p) > 0^ (v + p,/3) > . 

Puisque (v + p, a v ) = (is + p, (3 V ), on a : w v (a) > w v (@) > 0. Il résulte 
alors de (17), (18), (19), (20) que : 

Kt, C) > ^ K(o), c> + KC9), > 

<^ (j/ + p, a) + (y + p, (3) > & [v + p, 7) > . 

Q.e.d. 



* 
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Un poids dominant fi et un élément w de étant toujours fixés, on garde 
la notation v := w~ l {p + p) — p. 

D'une part v + p est un caractère régulier et d'autre part, si les conditions 
(15) et (16) sont remplies alors, d'après la proposition 8.4 et avec les notations 
de l'énoncé du théorème principal 3.1, on trouve : 

v G (A + Rj) n ttj et l(u) + \J\= d 
avec J := {7 G Sx : {v + p, 7) < 0}. 

Réciproquement, si v G DC (tel que v + existe, i.e. tel que v + p soit régulier) 
est dans un ensemble de poids : 

(A + R, ; ) n fij 

pour une certaine partie J de Sx, alors le g— module : 

avec d := l(v) + \ J\ et w := w u £ a pour multiplicité 1 selon le g— module 
simple L{v + ). 

La formule du théorème principal 3.1 : 

H d (X,^)c L(p+) 

p+p régulier 

1(*0+I J\=d 

découle alors de (14), au début de cette section. 
Le théorème 3.1 est presque démontré. 

Il ne reste plus, en effet qu'à vérifier le lemme clef 8.3. 

Pour cela, on va, dans les deux sections suivantes, d'une part, relier certains 
points fixes du tore T par des chaînes de courbes T— invariantes contenues dans 
la variété X ; et d'autre part étudier ces courbes T— invariantes. 

Cela permettra de démontrer le lemme 8.3, dans la section 11. 

9. Chaînes de courbes qui relient deux points fixes du tore 

Dans cette section 9, on suppose seulement que X est une variété projective 
munie d'une action « linéaire » du tore T au sens suivant : il existe un T— module 
V tel que X C P(V) et tel que l'action de T sur X provienne de celle de T sur 
F(V). 

On rappelle qu'un sous-groupe à un paramètre v : k* — > T est X— régulier 
si les ensembles de points fixes 

X v = {x G X : Va G k* , v(a).x = x] 

et 

X T = {x G X : Vt G T, t.x = x} 
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sont les mêmes. 

9.1. Orientation des courbes. — Soit v un sous-groupe à un paramètre 
de T qui est X— régulier. 

DÉFINITION 4. — Si x, x' G X T sont deux points fixes de T , on notera 

x —* x' ou simplement x — > x' 

si la variété X contient une courbe c fermée, irréductible, stable par T, « allant 
de x à x' » i.e. : il existe y £ c tel que : 

lim v(a).y = x et lim v(a).y = x' . 

a — >0 a — >oo 

Dans cette situation, on notera : 

c(0) := x et c(oo) := x' . 

Ces notations dépendent du sous-groupe à un paramètre X— régulier, v, 
choisi : si on remplace v par —v, on échange c(0) et c(oo). 



Exemple : Si on prend pour X la variété de drapeaux Gj B~ , les points fixes 
du tore T sont les wB~ / B~ où w G W. Pour un sous-groupe à un paramètre v, 
dominant et X— régulier (i.e. régulier), et pour w, w' G W, on a l'équivalence : 

wB-/B~ -> w'B~/B~ 

^ w' — ws a 

pour une racine positive a telle que w(a) > (s a G W désigne la réflexion 
associée à la racine a). En particulier, si wB~ / B~ — y w' B~ / B~ alors w' > w 
pour l'ordre de Bruhat sur W. 

En effet, les courbes irréductibles et T— invariantes de G/B~ qui passent 
par wB~ /B~ sont de la forme wlI a B~ / B~ où a est une racine positive et 
U a le sous-groupe unipotent de dimension 1 associé. Or, les T— points fixes de 
la courbe wU a B~ / B~ sont wB~ / B~ et ws a B~ / B~ . De plus, si w(a) > 0, 
alors wB~ / B~ — y ws a B~ / B~ , tandis que si w(a) < 0, alors ws a B~ / B~ — y 
wB-/B~. 

9.2. Liaison entre deux points fixes du tore. — Avec les notations de 
la section précédente, on a le résultat suivant : 

Lemme 9.1. — Soient V un T— module de dimension finie et X une sous- 
variété fermée de l'espace projectif~P(V). On munit X de l'action de T induite 
et on suppose que X n'a qu'un nombre fini de points fixes pour cette action. 

On fixe un sous-groupe à un paramètre X— régulier, v. Soient x',x deux 
points fixes de X . 

Si x' est dans l'adhérence de la cellule X + (x) alors il existe des points fixes 
xq,...,xn dans X tels que : 
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x = x Q — > x\ — > ... — ► .ttv = a;' ■ 

Remarque : Si X est la variété de drapeaux G/B~ et si on choisit un 
sous-groupe à un paramètre v, dominant et régulier, alors : 

w'B~ /B~ E Xw <=? w <w' pour l'ordre de Bruhat 

=>■ 3 ai, a n £ <ï> + , w < ws ai < ■■■ < ws ai ...s an = w' 
et on a bien une chaîne de courbes : 

wB~/B~ -> ... -> w'B~ /B~ . 
* 



Démonstration du lemme : Toute composante irréductible de X + (x) 
est l'adhérence d'une composante irréductible de X + (x). En particuler, toutes 
les composantes irréductibles de X + (x) contiennent x. On peut donc supposer 
que X = X + (x), quitte à remplacer X par une composante irréductible de 
X + (x) qui contient x'. 

Si z est un point fixe de X, on pose : 

X~(z) := {y e X : lim v(a).y = z} . 

a — >oc 

Etant donnés deux points fixes distincts z,z' , on écrira : 
z~~> z si X + (z)nX-(z') ^ . 

Via le sous-groupe à un paramètre u, le groupe k* agit sur l'espace vectoriel 
V avec des poids entiers que l'on peut ordonner. 

Pour un point fixe x de T, notons v x le poids d'un vecteur propre v £ V tel 
que x = [v] (la classe du vecteur v dans l'espace projectif). 

On s'aperçoit que si x ~> x' , alors v x < v x i (il suffit de le vérifier dans P(V)). 

On en déduit que dans la sous-variété X de P(V r ), il n'y a pas de « boucles » 
i.e. : s'il existe une chaîne xq ~> x\ ~> ... ~> = ïo, alors N = 0. 

En particulier, puisque X n'a qu'un nombre fini de points fixes, il existe une 
chaîne aboutissant à x' : 

(21) Xq ~> ... ~> Xat = x' 

avec un entier maximal. 
On va montrer que xq = x : 

si y € X~~(xq) \ {xq}, alors xq ^ lim a _,o a^o ce qui contredit la 
maximalité de TV. Ainsi, X~(xq) = {xq}. Or, d'après [Konarski][th. 3 et bas de 
la p. 299] : 

d\mX~ (xo) +dimX + (a;o) > dimA" . 
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Il s'ensuit que dimX + (xo) = dimX et donc que X + (xq) = X. Comme X + (xq) 
et X + (x) sont ouverts, cela entraîne que X + (xo) rencontre X + (x) et par con- 
séquent que xq = x. 

Montrons maintenant que dans la chaîne maximale (21), Xi — > Xi+i pour 
tout < i < N — 1. La courbe k*.y pour un y G X + (x,i) n X~(x i+ i) est bien 
une courbe allant de Xi à Xi + \ mais a priori elle n'est que k*— invariante. 

Cependant, si z est un point fixe du tore T dans X + (xi) n X~(xi + i) alors, 
comme z G il existe une chaîne partant de Xi et aboutissant à z : 

Xi ~> ... ~> z 

et, de même, comme z G X~(xi+i), il existe une chaîne aboutissant à et 
partant de z : 

... ~> Xi+l . 

Par maximalité de la chaîne xq ~> ... ~> Xj ~> ar,-+i ~> ... ~> xat, il est 
nécessaire que z — Xi ou a;,-+i. En particulier, il n'y a que deux points fixes 
dans I+(i t )nl _ (i 1+ i). D'après [Rosenlicht] ou [Bialynicki, cor. 1 p. 497], 
la sous- variété fermée X + (xi+i) (~)X~(xi) est donc irréductible et de dimen- 
sion 1. C'est donc une courbe fermée allant de Xi à Xi+\ qui, de plus, est 
T— invariante ; ainsi Xi — > Xi+\. Q.e.d. 

On revient maintenant au cas où la variété X est magnifique et de rang 
minimal. 

10. Étude de quelques courbes invariantes par le tore 

Dans la variété magnifique de rang minimal, X, il n'y a, en fait, qu'un nombre 
fini de courbes T— invariantes (cf. le lemme 10.1 ci-dessous). Parmi ces courbes, 
celles qui sont incluses dans la G— orbite fermée F sont des courbes T— invari- 
antes d'une variété de drapeaux (courbes bien connues : cf. [Springer97], cf. 
aussi l'exemple de la section 9.1). On va plutôt s'intéresser aux courbes T— in- 
variantes de X qui sortent de l'orbite fermée F ; on associera de telles courbes 
aux racines sphériques 7 G Sx- Après avoir donné des exemples en rang 1, on 
établira quelques propriétés des racines sphériques, importantes pour démontrer 
le lemme clef 8.3. 

10.1. Finitude des courbes invariantes par le tore. — La variété mag- 
nifique X étant de rang minimal, ses racines sphériques ne sont pas des multi- 
ples de racines (cf. le lemme 4.2 (section 4)). En particulier, les poids de l'espace 
tangent T Z X sont deux à deux non proportionnels (en effet, ces poids sont les 
racines sphériques 7 G Sx et certaines racines positives a G <&). 

Par conséquent, il n'y a qu'un nombre fini de courbes irréductibles et 
T— invariantes passant par z ; plus précisément : 
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Lemme 10.1. — Soit A un poids de l'espace tangent T Z X. Il existe une unique 
courbe C\ dans X irréductible et T— invariante telle que : 

zeC x et T Z C X = (T Z X) X 

l'espace propre de T Z X de poids A. 

De plus, la courbe C'x est la composante connexe de X< kcrA )° qui contient z. 
Enfin, toute courbe invariante C de X qui contient z est l'une des courbes 
Cx, en particulier est lisse. 

Remarques : 

i) On a donc une bijection entre les poids de l'espace tangent T Z X et les 
courbes irréductibles et T— invariantes de X passant par z. 

ii) Comme tous les points fixes du tore T sont dans la G— orbite fermée 
F, toute courbe irréductible et T— invariante de X est conjuguée par un 
w E à une courbe irréductible et T— invariante passant par z. 

iii) Dans le cadre des variétés de drapeaux, ce résultat est bien connu (cf. 
par exemple [Springer97]) : si X est la variété de drapeaux G/B~, alors les 
courbes T— invariantes de X passant par z = B~ / B~ sont les adhérences 
U a B~ /B~ , où a décrit l'ensemble des racines positives (U a désigne le 
sous-groupe unipotent de G associé à la racine a). En effet, les poids de 
l'espace tangent T Z G/B~ sont exactement les racines positives et, pour 
toute racine positive a, la variété U a B~ / B~ est de dimension 1 et con- 
tenue dans (G/B-)( kcrQ )°. 

Démonstration : Soit S := (ker A) ; c'est un sous-tore de T de codimen- 
sion 1. 

existence : D'après [Bialynicki], la sous-variété fermée X s des points fixes 
de S est lisse et pour tout x S X s : 

T X {X S ) = (T x X f = {v G T X X : V s G S, s.V = v} . 

Donc la composante connexe C de X s qui contient z est une variété lisse, 
irréductible et T— invariante vérifiant : 

T Z C = T Z X S = (T z Xf - 0(T z X)£ 

mais, comme S = (ker À) , pour un caractère ji G X : 

(T z X)l = {0} 

si fi n'est pas proportionnel à A ; comme de plus, A est le seul poids de T Z X 
proportionnel à A, on trouve : 

T Z C = (T z X)x 

qui est de dimension 1. Par conséquent, C est bien une courbe. 
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unicité : Si C est une courbe irréductible et T— invariante qui contient z et 
si T Z C = (T Z X) A , alors : 

(T Z C S ) = (T Z C) S = (T z X)f 
= (T Z X) X = T Z C . 

Mais alors, C s = C et C Ç X s : c-à-rf C est la composante connexe de X s 
passant par z. 

En fait, si C est une courbe irréductible et T— invariante de X, alors C est 
fixée point par point par un sous-tore S de T de codimension 1. Donc si la 
courbe C passe par le point z, on a l'inclusion d'espaces tangents : 

T Z C Ç T Z X S = (T Z X) S . 

Comme les poids de T dans T Z X sont deux à deux non proportionnels, T Z C 
est forcément de dimension 1 et en conséquence, C est lisse. Q.e.d. 

10.2. Courbes et réflexions associées aux racines sphériques. — 

Grâce au lemme 10.1, on peut poser la définition suivante : 

DÉFINITION 5. — Pour toute racine sphérique^/ G Sx, soitC 1 l'unique courbe 
irréductible, invariante, contenante, contenue dans X telle que : 

T Z C^ = (T Z X^ . 

* 

D'après le lemme 10.1, les courbes C 7 sont exactement les courbes irré- 
ductibles, T— invariantes, passant par z et qui sortent de F. 

D'un autre côté, chaque courbe C 7 est lisse, isomorphe à P 1 et contient 
deux points fixes du tore. Cette remarque permet d'associer un élément de W 
à chaque racine sphérique : 

Définition 6 (l'élément s 7 ). — Pour chaque racine sphérique 7 G Sx, soit 
s 7 l'unique élément de tel que : 

*Zl d S'-yZ 

sont les 2 points fixes du tore dans la courbe C 7 . On appellera s 7 une réflexion 
sphérique. 

Remarque : En fait, l'élément s 7 n'est pas une réflexion dans W ; c'est 
seulement une réflexion comme transformation du réseau pic(X). Effective- 
ment : nous verrons plus tard (cf. le lemme 10.2) que s 7 = 1 et d'un autre 
côté : 



(22) 

pour tout A G pic(X). 



SjX — A G 
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En effet, d'après [Brion93, pro. p. 377], la différence des poids des fibres en 
z et s 7 z du faisceau inversible Jzfx est un multiple de 7, le poids associé à la 
courbe C 7 reliant z à s 7 z. Or, les droites 

°^a|z 6t -ê?\|s 7 z 

ont pour poids respectifs A et s 7 A, d'où (22). 

10.3. Exemples en rang un. — On utilisera certaines propriétés des racines 
sphériques 7 et des éléments s 7 associés (cf. le lemme 10.2 de la section 10.4). 
Pour établir ces propriétés, on se ramènera au cas où X est une variété mag- 
nifique de rang 1, et même une des variétés magnifiques étudiées en exemple 
ci-dessous. 

10.3.1. Diagrammes. — Parmi les variétés magnifiques de rang 1 de [Akhiezer, 
table 2 p. 67], celles qui sont de rang minimal correspondent, avec les notations 
de [Akhiezer], aux diagrammes : 

ai û2 ûti-2 o a ™ / \ a a' 

D n : • — o — o < [n > 3) ou D2 : • • 

ai a 2 a 3 
_o 3 : O — o<^« 

Elles sont munies respectivement de l'action de S'pin2„(k) et de Spin^{k). 



Remarque : Les « ronds blancs » des diagrammes correspondent aux racines 
simples du groupe réductif Q/R U (Q) (Ru{Q) étant le radical unipotent de Q). 
En particulier, les ensembles sont respectivement : 

{weW : V i > 2, w(cti) > 0} et W ; 

{w e W : w(ai) > 0,w(a 2 ) > 0} . 

10.3.2. Description de l'action. — Les variétés magnifiques associées aux di- 
agrammes ci-dessus sont données dans [Akhiezer, pp. 66-67]. Dans le cas du 
diagramme D n , il s'agit de l'espace projectif p 2 ™ -1 (n > 2) et de la quadrique 
de dimension 2n — 1 : 

■2an-l = | [z] € P 2 ™ : Z = È «<«n+i| 

munies d'une action du groupe Spm2„(k). 

Dans le cas du diagramme B 3 , il s'agit de l'espace projectif P 7 et de la 
quadrique ^7 (cf. ci-dessus) munies d'une action du groupe Spinj(k). 

Pour décrire les actions, on note J2„ la matrice carrée d'ordre 2n suivante : 
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(0 i\ 

,i"0, 

et SO(J 2n ) le groupe : 

{g G SL(2n, k) : 'sJ 2 „S = J 2 «} 

qui est isomorphe à SO(2n, k). Le groupe S , 0(J 2n ) agit sur l'espace projectif 
P 2 ™" 1 via l'action naturelle de SL(2n, k) et sur la quadrique =2? 2n _i par : 

V.9 G SO(J 2n ), V [z : z] G P(k x k 2n ), g.[z : z] = [z : g.z] . 

Comme Spin(2n, k) est le revêtement universel de SO(J2 n ) — SO(2n, k) et 
comme Spin(7, k) Ç SO(Js) (grâce à la représentation spinorielle de dimension 
8 de Spin(7, k)), on en déduit les actions de Spin(2n,k) et Spin(7, k). 

10.3.3. Orbites. — Les variétés magnifiques P 2 ™ -1 et c2 2 „_i, de rang minimal 
1, ont chacune exactement 2 orbites de G = Spiri2n{k) (ou Spin(7, k) pour P 7 
et =S 8 ). 

Dans le cas de P 2 " -1 , l'orbite ouverte et l'orbite fermée sont respectivement : 
& = | [zi : ... : z 2n ] £ P 2 "" 1 : z * z "+* + °| 

et F = | [zi : ... : z 2n ] 6 F 2 ™" 1 : ^ 2^ n+i = o| 

dans le cas de i? 2n _i ce sont respectivement : 

û = {[z : zi : ... : z 2n ] G =2 2 „-i : z ^ 0} 

et F = {[z : 21 : ■■■ : z 2 „] <E i? 2 „_i : z = 0} . 

Notons r : 5 r pm 2 n(k) — > 50(J 2 n) le revêtement universel. 
Pour le type D n , on prend pour tore maximal le tore : 

r : =r- 1 (r 2 „n,so(j 2 „)) 

où T 2 „ est le sous-groupe des matrices diagonales de SL(2n,1i). Pour sous- 
groupe de Borel B~ , on prend le groupe : 

r-HB 2n nso(j 2n )) 

où B^ n est le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures de 5T(2n,k). 

Pour le type B3 il suffit de remplacer ci-dessus r par l'inclusion i : 
Spin{7,k) -> SO{J 8 ). 
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10.3.4- Racines et réflexions sphériques. — Comme les variétés X = p 2 ™ -1 
ou i?2n-i sont des G— variétés magnififiques de rang minimal 1 (pour G = 
Spiri2 n (k) ou Spin^Qs.) (si n = 3)), elles n'ont qu'une racine sphérique, 7. 

En particulier, par l'unique point fixe de B~ dans X, noté z, il ne passe 
qu'une seule courbe C 7 , irréductible, T— invariante et non contenue dans l'or- 
bite fermée F. 

On explicite C 7 dans le cas de P 2 ™ -1 : 

C 7 = {[x : : ... : : y] G P 2 ™- 1 } 

et dans le cas de ^2n-i '■ 

C 7 = {[z : x : : ... : : y] : z 2 = xy} . 

La courbe C 7 joint le point z au point s 7 z (ce qui définit l'élément s 7 G W®). 
Dans le tableau ci-après, on rassemble pour chaque variété magnifique, les 
points z et s 7 z. 



diagrammes 


• -0-...- < (n>3) OU • • 
u a n —i 


a 1 a 2 «3 
O — O • 


G 


Spin 2 „(k) 


jSpiri7(k) 


X 




p2n-l 




P 7 


z , 

S-yZ 


[0:...:0:1], 
[0:1:0:. ..:0] 


[0:...:0:1], 
[1:0:. .,01 


[0:...:0:1], 
[0:1:0:. ..:0] 


[0:...:0:1], 
[1:0:. ..:0] 



10.4. Propriétés des réflexions sphériques. — Dans le lemme suivant, 
sont rassemblées les propriétés des s 7 (cf. la définition 6) qui vont servir plus 
loin : 

Lemme 10.2. — Si 7 est une racine sphérique, alors l'élément s 7 £ cor- 
respondant vérifie : 

i) s 7 = s a sp pour certaines racines positives a,(3 telles que (a,/3 v ) = et 
a + [3 e S>o7; 

a) s 7 p e p + iq. 

Remarque : L'assertion ii) entraîne (p,a w ) = {p, /3 V ) car les racines a et (3 
ne sont pas proportionnelles et : 

p - Sjp = p - s a spp = (p, a J )a + (p, (3 V )(3 £ TL(a + (3) . 

Si A e pic(X) alors on a aussi : (A, a v ) = (A,/3 V ) à cause de (22) (cf. la 
remarque p. 33). 

Démonstration : Soit 7 une racine sphérique de X. 

D'abord, on se ramène au cas où X est de rang 1 : 

On pose 

xi ■■= n °i 
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(l'intersection transverse de diviseurs limitrophes Dj ^ D 7 ). Remarquons que 
X\ est encore magnifique de rang minimal car ses points fixes pour T sont dans 
l'orbite fermée F (cf. [Ressayre, pro. 2.3]). Au lieu de raisonner dans la variété 
X, on peut raisonner dans la variété X\ qui est de rang 1 et dont 7 est la racine 
sphérique. On suppose donc pour la suite de la démonstration que X est de 
rang 1. 

1ère étape : quelques cas particuliers 

Le lemme est vérifié pour les exemples de variétés magnifiques du paragraphe 
10.3 : 

— l'espace projectif P 2n_1 et la quadrique i?2n-i munis de l'action naturelle 
de Spin 2n (M) ; 

— l'espace projectif P 7 et la quadrique ^7 munis de l'action naturelle de 
Spiri7(k). 

En effet, voici pour chacun de ces cas-là, dans le tableau suivant (qui com- 
plète le tableau du paragraphe 10.3), s 7 p — p et deux racines positives a,/3 qui 
satisfont le i) du lemme : 



diagrammes 


"•-"o 2 -...- "o < (n>3) OU • • 

OL n — 1 


ai q 2 a 3 
O — O <4= • 


G 


Spm 2 „(k) 


SpirirÇk) 


X 




j>2n— 1 




P 7 


a 




"i+y •+"»-! ou Q ,sin = 2 


Q1+02+203 

a 2 +a 3 


1 


c* + /3 
2 


a+f3 


a + f3 
2 






Sa S/3 


s y p- p 


(2 - 2n) 7 


(1 -n)7 


(2 - 2n) 7 


(1 - n)7 



Maintenant, on va réduire la démonstration du lemme à ces cas particuliers. 

2ème étape : induction parabolique 
Rappelons une définition de [LunaOl, §3.4] 

Définition 7. — Soit P un sous-groupe parabolique de G de radical R(P). Si 
X est une P '/ 'R(P)— variété magnifique, alors on note : G x p X la G— variété 
algébrique obtenue comme quotient de G x X sous l'action de P donnée par : 

Vp e Py g € G, V x G X,p.(g,x) := (gp ,p.x) . 

La variété G x p X est une G— variété magnifique et on dit qu'elle est obtenue 
par induction parabolique de X à travers P. 

Remarques : 1) En ce qui concerne le rang, on a l'équivalence : 
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G x p X est de rang r (resp. de rang minimal) 
X est de rang r (resp. de rang minimal). 
2) En fait X est une sous- variété fermée de G x p X car pour le morphisme 
8:Gx p X^G/P, (g,x) modPwj modP 
X = 6- 1 {P/P). 

Nous allons voir que l'induction parabolique conserve les propriétés 
Considérons donc une variété magnifique X de rang minimal 1 et supposons 
que X = G X e ? X pour un certain parabolique Q' de G. D'abord, quitte à 
conjuguer Q' par un élément de G, on peut exiger que Q Ç Q'. En effet, 
l'existence d'un morphisme G— équivariant I = Gx^ X — > G/Q' montre que 
G/Q' contient un point fixe pour Q. 

On va montrer que si X vérifie le lemme 10.2, alors X aussi. Fixons pour 
cela les notations suivantes concernant X : soit R(Q') le radical de Q' et 

G := Q'/R(Q'), T := T/R(Q') nT 7 B:= B / R(Q') n B, 
B=:=B-/R(Q')nB-, Q := Q/R{Q') H Q, W :=W Q , =N Q ,{T)/T . 
Dans G, B est un sous-groupe de Borel et T un tore maximal. Notons $ le 
système de racines correspondant avec ses racines positives $ et ses racines 
simples A. On a alors les inclusions : 

$ C $,$ + C $+,Â~ Ç A . 

Remarque : le groupe de Weyl de (G, T) est W qui est un sous-groupe de 

W et on a aussi : W Q C W Q . 

Enfin, notons 7 l'unique racine sphérique de X (il n'y en a qu'une car X est 
de rang 1). 

En fait 7 = 7, la racine sphérique de X. En effet, si on note F l'unique 
G— orbite fermée de X et F l'unique G— orbite fermée de X, alors d'une part 7 
est le poids de T dans T^XjT^F (où z est l'unique point fixe de B~ dans X) et 
d'autre part, 7 est le poids de T dans T Z X/T Z F (où z est l'unique point fixe de 
B~ dans X). Mais puisque l'on a supposé que X = G X, on a z = 1 z 
et F = G x® F et donc l'isomorphisme de T— modules : 

TïX/TïF ~ T Z X/T Z F . 

Maintenant, vu que 7 = 7, les courbes irréductibles associées à 7 dans X et 
à 7 dans X coïncident. On a par conséquent : 

s 7 = s T e#çw« . 

Puisque <f >+ Ç $+, si X vérifie le point i) du lemme 10.2, alors X aussi. 
Pour le point m), c'est moins immédiat. 
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On va utiliser les poids fondamentaux (uJs)seA- 
Comme A Ç A, on peut écrire : 

p = us = y, us + ^& 

= p + 7T 

où ~p est la demi-somme des racines positives de $ et où ir 
On a alors : 

s j(p) - P = s-(p) - P 

= fty (p) — p + S-(7r) - 7T . 

Mais pour chaque a G A : 

s a Tr = ir — (tt, a y )ot 
= 7T- ^ (w <5 ,a v )a 

56A \ A 
= TT . 

Donc, pour tout w G W, wir = tt et en particulier : 

S— TT = 7T 

car G W. 

Ainsi, on trouve que : 

s 1 p — p — s—~p — ~p . 

Finalement, si X vérifie m), alors X aussi. 
Pour conclure cette démonstration, on utilise que toute variété magnifique 
de rang 1 est une induction parabolique 

Gx p X 

où X est une des variétés magnifiques étudiées en exemple ci-dessus : 

F 2 ™- 1 ou J2 2n -i 
munie de l'action de Spiri2 n (\t) ou encore 

F 7 ou £7 

munie de l'action de Spini(k). En effet, ce sont les seules variétés magnifiques 
de rang minimal 1 qui apparaissent dans [Ressayre, th. A] (cf. aussi le tableau 
[Wasserman, table 1, p. 381] et [Wasserman, lemme 2.2, déf. 2.3, p. 379]). Q.e.d. 



:= w*. 
SeA \ A 
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11. Retour sur le lemme clef 

Rappelons qu'est fixé un sous-groupe à un paramètre C : k* — > T dominant 
et X— régulier de sorte que : 

X^ = X T 

et les cellules positives X + (x), x G X T , sont toutes B— stables. 

11.1. Rappel des hypothèses. — La situation qui nous intéresse (cf. la 
condition (7) page 24) est celle de deux S— orbites Së et SB' dans X dans la 
position relative suivante : 

(23) Së' Ç ~M et codimx^" = codimjf Së + 1 = i + 1 . 
et on supppose de plus que le morphisme : 

(24) 4*M ■■ HU^x) M - H'+XjZx)^) 
est non nul. 

Notre objectif est de démontrer le lemme clef 8.3 c-à-d que ^ et Së 1 sont 
deux orbites de la même cellule. 

Pour cela, on note 0, 6" les G— orbites de Së, Së' et w, w' les éléments de 
W Q tels que : 

Së = x+ n e et Së' = x+, n &' . 

Rappelons que X+ et X^, sont les cellules centrées en les points T— fixes : 
wz et w'z. 

Il s'agit donc de démontrer que w = w' si les hypothèses (23) et (24) sont 
vérifiées. 

11.2. Démonstration du lemme clef. — On va procéder en plusieurs 
étapes. 

Comme Së' Ç S§, on a forcément : w' G XJ. Or : 

Propositi on 1 1.1. — Soient w,w' G W Q . 
Si w'z G Xw , alors : 

l(w') > l(w) . 

Remarque : Cela est bien connu dans le cas des variétés de drapeaux. 
Démonstration : 

D'après [Brion98, th. 1.4 (ii)], Xw intersecte F, l'orbite fermée de X, pro- 
prement dans G.Xw c-à-d : toutes les composantes irréductibles de 

ïlnf 

sont de dimensi on dimX» + dimF — dimG.X^. 

Or, Xw n F est une de ces composantes (car X+ n F est un ouvert de 
X+ HF). Donc : 

dimXÛ n F = dimX t t n F = dim Bwz . 
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D'un autre côté : 

w'z G X+ => Bw'z Ç Xw n F 
d'où : dim Bw'z < diraBwz. 

En utilisant que 3ë' Ç 38 et aussi que codimx(^") 
trouve : 

Proposition 11.2. — On a l'alternative suivante : 

(25) l(w') = l(w) + 1 et dim G' = dim ^ 
cm bien 

(26) Z(u/) = Z(iu) et dim é?' + 1 = dim G . 
Démonstration : 

Puisque 38 = n G et comme intersecte proprement F dans ^ 
([Brion98, th. 1.4 (ii)]), on a les égalités : 

dim 38 = dim G - codim^(^) 

= dim G - codim F (X+ n F) 

— dim G — codinii?(£>u>z) 

= dim G -l(w) ; 

et de même : 

dim 3$' = dim G' -l(w') ; 

d'où : 

dim G - dim G' + l(w') - l(w) = 1 . 
Or, d'une part l'inclusion : 

G' = G.3S' ç GM = G 

entraîne que : 

dim G - dim G' > ; 
et d'autre part, d'après la proposition 11.1 : 

l(w')-l(w) > . 

Q.e.d. 

Pour les deux dernières propositions, on a seulement utilisé l'hypothèse : 
38' Ç !% et codimx^" = codim x ^ + 1 • 



Q.e.d. 

= cod\m x 38 + 1 on 
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Continuons : puisque w'z G Xw, d'après le lemme 9.1, il existe, dans la variété 
X, une chaîne de courbes, Ci, T— invariantes, irréductibles (et fermées) qui 
relient wz à w'z : 

(27) wz = x — > Xi — > ...xjv — > ^tv+i = w z . 

Cette notation signifie que les courbes c, « vont toutes dans le même sens » 
i.e. : 

Vi, Ci(0) = ^ et Ci(oo) = 
(où l'on rappelle que pour un point quelconque y G \ cf , 
Ci(0) := lim£(a).y et c;(oo) := lim Ç(a).y 

a— *0 a— *oo 

pour le sous-groupe à un paramètre C qui a servi à définir la décomposition 
cellulaire X = X+). 

Comme tout point fixe x € X T écrit de manière unique x = az pour un 
certain a S , on notera dorénavant : 

l(x) := codinii?(_B.a;) = l(o) . 

On aura besoin du résultat suivant : 

Proposition 11.3. — Soit X une variété magnifique de rang minimal. 

Alors, pour tout A G pic(X) tel que A + p est régulier et pour toute racine 
sphérique 7 de X , on a : 

(28) \l(w x ) - l(w x s y )\ = \l(X) - l(s 7 *X)\>2 

Démonstration : La première égalité a lieu par définition de i(A), on va 
démontrer la minoration. 

D'après le lemme 10.2 (p. 36), il existe 2 racines positives et orthogonales a 
et P telles que : 

a + j3 G et s 7 = s a sp . 

Or on sait que, pour tout A G pic(JT), s 7 A — A G 7Lq et que s 7 p — p G Z7 (cf. 
(22) p. 33 et le lemme 10.2, ii)). 
Donc : 

s 7 * A — A = s 7 (A + /?) — A — p 
= -(X + p, a v )a - (A + p, /3 V )P G Z 7 . 
Mais, on a forcément : 

(29) <A + p,a v ) = (\ + p,(3 v ) 

(cf. la remarque qui suit le lemme 10.2). 

En outre, puisque A + p est un caractère régulier, (A + p, a y ) > ou (A + 
p,a v ) < 0. 
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Mais alors, le premier cas entraîne : 

Z(s 7 * A) = l((s a sp) * A) > l(s/3 * A) > l(X) 
et le deuxième entraîne : 

Z(s 7 # A) = l{{s a s /3 ) * A) < l(sp * A) < l(X) . 
On conclut, dans tous les cas, que : 

|Z(s 7 *A)-Z(A)| >2 . 

Q.e.d. 



Maintenant, on va utiliser l'hypothèse : 

On raisonne par l'absurde : on suppose que w ^ w' i.e. : la chaîne (27) est 
non triviale (N > 0). 

Il ne reste plus que trois étapes : 

1° dans la chaîne (27), la courbe cq est contenue dans l'orbite fermée F ; 
2° dans la chaîne (27), N = ; 
3° Contradiction ! 

1ère étape : Pour la suite de points fixes de la chaîne de courbes (27), on 
a grâce aux propositions 11.1 et 11.2 les inégalités : 

(30) l(w) = l(x ) < l(xx) < ... < l(x N ) < l(x N+1 ) = l(w') < l(w) + 1 . 
De (30), il découle alors que : 

(31) < Z(xi) - l(x Q ) < 1 . 

Si la courbe Co, qui relie Xq à x\, n'est pas contenue dans l'orbite fermée F, 
alors, d'après le paragraphe 10.2, il existe une racine sphérique 70 telle que : 

Cq = wC l0 

(C 7o est la courbe irréductible et T— invariante associée à 70). Donc : 

(32) xo — wz et x\ — ws 7o z . 

Or, ce w tel que xo = wz n'est pas un élément quelconque de . 
En effet, pour que la composante 

ne soit pas nulle {i.e. pour que le g— module simple L(fï) ait une multiplicité 
non nulle dans le g— module H % ^{J£\)), il est nécessaire, selon le lemme 7.1, 
que : 

fx + p = w(X + p + 22 n il) 

7 
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où n il est une combinaison linéaire à coefficients entiers de racines 

7 

sphériques. 

En particulier, w est de la forme w = w\> pour un certain A' = A + J^ 7 n 7 7 G 
pic(X) tel que A' + p est régulier (rappelons que pour un tel A', w\> est le seul 
élément de W pour lequel wy(X' + p) est dominant et régulier). 

On en déduit que : ws l0 = w\>s l0 G : en effet, si a G <f> + est aussi une 
racine de Q, alors : 

W\'S 7o (a) > <ï=> (p + p, s 7o (a)) > 

<4> ( w A ' (A' + p) , wy s 7o (a) ) > 

^ ( A' + p , s 7o (a) ) > 

( s 7o A' , a ) + ( p , s 7o (a) ) > . 

Mais d'une part, comme s 70 A' G pic(X) (cf. (22) dans la remarque p. 33), 
s 7o A est un caractère de Q (et pas seulement de T) et donc : (s 7o A', a) = 0. 
D'autre part, par définition : 

s 70 G W Q => s 70 (a) > =>■ (p, s 7o (a)) > . 

Ainsi, on a montré que «)s 7o (q) > pour toute racine positive a qui est 
aussi racine de Q, i.e. : 

(33) ws 10 G W Q . 

Il résulte alors de (32) et de (33) que : 

\l(x ) - l(xi)\ = \l(w) - l(ws l0 )\ 

= \l(w\>) - l(wys^ )\ 

= \l(\')-l(s J0 *\')\>2 

comme le montre la proposition 11.3, car A' + p est régulier. Cela contredit (31) 
et en conséquence, la courbe cq est contenue dans l'orbite fermée F. 

2ème étape : N = 0. 

On déduit de la 1ère étape que : 

dimB.xo ^ dimi?.a;i i.e. 1(xq) ^ ^(ïi) 

car maintenant, xq et x\ sont les deux point fixes d'une courbe T— invariante 
dans F qui est une variété de drapeaux et B.x\ Ç B.xq. 
En conséquence : 

l(xi) - l(x Q ) = 1 . 
Pour les mêmes raisons, la courbe cjv est incluse dans F et : 

l(x N ) - l(x N+ i) = 1 . 
Mais d'après les inégalités (30), cela n'est possible que si N = 0. 
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3ème étape : Forcément w = w' . 

D'après la 2ème étape, tout se passe dans la variété de drapeaux F ~ G/Q 
où z est le point Q/Q et : 

xq = wz , x\ = w'z , l(w ) = l(w) + 1 

et surtout, les points wz et w'z sont reliés par une courbe irréductible et 
T— invariante de G/Q. Comme dans G/Q, les cellules de Bialynicki-Birula et les 
B— orbites coïncident, on en déduit que Bw'z est une S— orbite de codimension 
1 dans Bwz. Il existe par conséquent une racine a G $ telle que : 

(34) w' = ws a . 

Or, puisque la composante £f^(_Sf\)( M ) est non nulle, d'après le lemme 7.1, 
il existe un certain poids a G Z7, combinaison à coefficients entiers de 

racines sphériques, tel que : 

(35) w~ l {p + p) = X + p + a 
De même, w' vérifie : 

(36) w'^ip + p) = X + p + a 

pour un a' G Z7. 

7es x 

En faisant la différence (36) - (35) et en utilisant (34), on trouve : 
s a w~ 1 {p + p) - u> _1 (/i + p) = a' — a , 
i.e. (p + p, (wa) v )a = a' — a , d'où : 

(37) «£^Q7 

car, le caractère p + p étant dominant régulier, (p + p, wa) ^ 0. 

Mais cela est impossible ! car comme X est magnifique de rang minimal, on 

a : 

\iesx / 

(cf. le lemme 4.2 de la section 4). □ 



Je remercie tout particulièrement Michel Brion pour ses remarques et com- 
mentaires très clairs ansi que Nicolas Ressayre pour des discussions très utiles. 
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(T X X)-, partie négative de l'espace tan- 
gent en x, 17 

(T X X)+, partie positive de l'espace tan- 
gent en x, 17 

G 7 , courbe associée à la racine sphérique 
7, 33 

Dy , diviseur limitrophe associé à la racine 

sphérique 7, 19 
F, unique G— orbite fermée de X, 4 
Jbn, 34 

L(A), G— module simple de plus haut 
poids A, 3 

M/^a , fi— espace propre de l'espace propre 
généralisé selon le caractère central 
Xm» 23 

Qx = Q, sous-groupe parabolique associé 
à X, 5 

Ru(Q), radical unipotent de Q, 34 
W Q , 18 

Wq, groupe de Weyl de Q, 18 
X + (x), cellule centrée en x, 17 
Xi, cellule centrée en wz, 18 
Sxi ensemble des racines sphériques de 
X, 5 

g — B— module, 21 
A+, 3 
picpf), 5 
I(A), 3 
l(x), 42 



Sy, réflexion sphérique, 33 
w x , 3 

m', courbe c reliant x à x' , 29 

), l'ensemble des parties de Ex, 7 

Nq {H) le normalisateur de H dans G , 14 
C 

cellules, 18 
D 

diviseur limitrophe, 4 
dominant, 3, 17 
M 

magnifique, 3 
P 

poids d'un faisceau inversible, 5 

point-base, 5 

R 

réflexion sphérique, 33 
régulier, 3 

racines sphériques, 5 
rang, 4 

rang minimal, 4 
S 

sphérique (variété), 2 
symétrique complète (variété), 7 
T 

tore anisotrope, 8 
X 

X-régulier , 17 
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